GAZETA DE MATEMATICA

Grupos de Isotopia

por Elon Lages Lima*

1. Introducg3o.

As transformacgBes que se obtém defor-
mando continuamente uma figura sem rasgar
nem colar sio homeomorfismos desta figura.
Mas é evidente que existem homeomorfismos
(por exemplo, a reflexio num espelho) que
nio podem ser obtidos por meio de uma
deformagio do objecto. Pde-se entdo o pro-
blema de determinar os homeomorfismos
(isto 6, transformagdes biunivocas e bicon-
tinuas) que podem ser obtidos a partir da
transformaciio identidade por intermédio de
uma deformacgio continua, sem rasgar nem
colar. Mais geralmente, dados dois homeo-
morfismos f, g de um objecto X, procura-se
saber se o homeomorfismo fog~!' pode ser
obtido por deformagio. Se tal for o caso, é
natural considerar f e ¢ como equivalentes.
A composi¢io de homeomorfismos induz entre
as classes de equivaléncia assim obtidas uma
estrutura de grupo, que chamaremos o grupo
de isotopia de X, e representaremos por
X

O grupo de isotopia de um espago 6 por-
tanto um invariante algébrico natural e de
facil descricio. Todavia ele nio tem mere-
cido a atengdo dos topblogos. A razio para
isto pode talvez ser encontrada no facto de
que os grupos de isotopia nio se enquadram
nos padrdes abstratos e gerais da topologia
moderna. Por exemplo, um dos aspectos
peculiares de I(X) é que este grupo nio
satistaz nenhum dos axiomas de EILENBERG
e STEENROD.

Em [3] calculamos o grupo de isotopia de
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S2, No presente trabalho, demonstraremos
os isomorfismos entre os grupos de isotopia
de fi*, S* e B"t+l, Determinaremos também
a modificagio que sofre o grupo de isotopia
de uma variedade compacta quando dela se
omite um numero finito de pontos. Queremos
agradecer ao nosso colega M. HirscH por
muitas discussdes estimulantes.

2. Definigdes e notagdes.

Indicaremos com £R" o espago euclideano
de dimensio n;R! é a recta e K2 o plano.
O simbolo O indica o ponto (0,0,...,0)e B,
Com |z | indicaremos a norma de z = (z;,
yrte s &a)€ B, isto 6, |a|=(ax} 4 .- F2)
B® e .Sm! representam respectivamente a
bola de dimensio n e a esfera de dimensio
n—1, isto é, Br=|re R";|x|<1}| e Stl=
=|xe R*;|x|=1|. B! é ointervalo fechado
[—1,+1] e SO consta dos pontos —1, +1.
Em geral, S*-! ¢ a fronteira de B*. O sim-
bolo I significara o intervalo fechado [0, 1].
O equador de S™ é o conjunto dos seus pon-
tos com iultima coordenada igual a zero. Tal
conjunto é evidentemente homeomorfo a S*-1,
razio pela qual o indicaremos com S*-1.
Representaremos por Iy (resp. Hg) o kemis-
fério morte (resp. o hemisfério sul) de S,
isto é, o conjunto dos pontos de S" cuja
ultima coordenada é >0 (resp. <0). A in-
terse¢io Hyn~ Hg é o equador S™-1.

Toda aplicagio continua f:S*!— St-!
estende-se a uma aplicagido continua
f:B*»—> B" que consiste em transformar, por
meio de uma rotacio, o raio de B, que passa
por e S"! no raio que passa por f(x)e S"1.
Mais precisamente, 7 & definida pelas fér-
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mulas f(0)=0,7@) =y|-f@/yl),y40.
Tem-se f% =fog e, se f é a identidade
de S*1,7 6 a identidade de B*. Assim, se
f é um homeomorfismo de S*-',f é um
homeomorfismo de B". (Diremos sempre
c«homeomorfismo de X» em vez de «homeo-
morfismo de X sobre X»). Chamaremos f
a extensdo radial de f.

Consideremos S™! como o equador de
St. A aplicagio (zy, -++,@n, @uy1) > (21,
y-*+3&n,0) indvoz homeomorfismos de Hy
(hemisfério norte de S") e Hs (hemisfério
sul de S") sobre B", de modo que podemos
considerar esses hemisférios como bolas
n-dimensionais cuja fronteira comum é S"-1,
Entdo, dada f: S*'— S"!, temos as exten-
sdes radiais ﬁ-:Hv—»HN e fg: Hg— Hg.
As aplicagdes fy e fs coincidem com f em
S*1=Hyn~ Hs e portanto definem uma apli-
cagio f:S8"— S* (pois S*=HyUHs) que
chamaremos a suspensdo de f. Tem-se
fog—=fog e a suspensio da identidade de
Sr-1 é a identidade de S”. Em particular,
gse f é um homeomorfismo de S"!, sua sus-
pensio f é um homeomorfismo de S».

Dados os espagos topolégicos X,Y e as
aplicacgdes continuas f,g: X —Y, uma homo-
topia entre f e g é uma aplicagio continua
F:X><1I—-Y tal que F(xz,0)=f(z) e
F(z,1)= g(x) para todo xeX. Quando
existe uma homotopia entre f e g sido homo-
tépicas. A relacio «f e ¢ siio homotdpicas»
é reflexiva, simétrica e transitiva, donde re-
parte o conjunto das aplica¢des continuas de
X em Y. Se Z é outro espago, se f,g: X—Y
sio homotdépicas e f',g': Y— Z sio tam-
bém homotépicas, entio f'of,g'og: X—Z
siio homotépicas. Se a aplicagiio identidade
i:X— X ¢é homotépica a uma aplicagio
constante X-—>p e X, entio o espago X
diz-se contratil. Por exemplo, I(x,t)=
= (1 —?)x ¢é uma homotopia entre a aplica-
cio identidade de R" (resp. de B") e a

aplicagio constante B"— 0 (resp. B —0).
Portanto /" e B™ siio espagos contrateis.

Sejam f, g homeomorfismos de um espago
X. Uma ¢sotopia entre f e g é uma homo-
topia F: X><I—>X entre f e g tal que,
para todo tel, aaplicagio F,:x-— F(x,t)
é um homeomorfismo de X. Se existir uma
isotopia entre f e g diremos que f e g
sdo sotépicos. A relacio «f e g sio isoto-
picos» é reflexiva, simétrica e transitiva,
donde divide o conjunto /H(X) de todos os
homeomorfismos de X em classes de equi-
valéncia disjuntas, chamadas as classes de
isotopia de X. Se fe H(X), indicaremos
com [ f] a classe de isotopia de f. Se f é
isotépico a g e f' é isotépico a g' entdo
fof' é isotbpico a gog'. Entio pondo
[£1-[g]=[fog]l, esta operagio é bem defi-
nida e introduz uma estrutura de grupo no
conjunto /(X) das classes de isotopia de X.
O grupo I(X) chama-se o grupo de isotopia
de X. Observemos que a composi¢io de
homeomorfismos da ao conjunto H(X) uma
estrutura de grupo e o conjunto D(X) dos
homeomorfismos isotépicos a identidade ¢ um
subgrupo normal de H(X) tal que I(X)=
= H(X)/D(X).

3. Exemplos.

A) Uma rotagdo de K" é uma transforma-
¢io linear ortogonal cujo determinante 6 1.
Uma rotagio » de R*+! induz um homeo-
morfismo de S* que indicaremos ainda com
r © chamaremos uma rotacio de S™. Como
exemplo de isotopia, demonstraremos que
toda rotacio de S™ 6 isotépica a identidade.
Isto decorre do Lema 3. 1, que sera usado
na sec¢io seguinte.

Lema 3. 1. Seja a um ponto e v uma
rotagdo de S*. Dada uma curva continua
«:I—>8" tal que «(0)=1a e «(1)=r(a),
existe uma isotopia R:S®><I— S* entre a
identidade de S* e a rotagdo r com as sequin-
tes propriedades: para cada tel o homeo-
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morfismo R,:X —R(x,t) ¢ uma rotacdo de
S* ¢ Ri(a)=R(a,t)=«(t).

Demonstragdo. Uma rotagio de S! con-
siste simplesmente da multiplicagio z—a . r
por um numero complexo » de mddulo 1.
Pondo R(xz,t)= - «(t) obtemos a isotopia
requerida., Suponhamos n >1 e o teorema
verdadeiro para S"'. Tomemos em R"*!
uma base ortogonal |e,,-..,e,.1| tal que
€,.1 = a. Uma rotagio R, de S* fica deter-
minada pelas imagens R,(e;) dos elementos
desta base, devendo tais imagens formarem
uma base ortonormal com a mesma orienta-
¢do que a base e¢. Pondo R, (a)=«(?),
devemos ainda definir os vectores ortonor-
mais [R;(e;), -+, Ri(e.) continuamente em
fungiio de ¢, de modo que a base |R(e),
y oo+ y I (en),2(t)} seja positivamente orien-
tada em rela¢do a |e;,---,e,,al. Ora, para
cada tel, o espaco tangente V, (¢) a esfera
S* no ponto «(t) é ortogonal a «(t), de
modo que o problema reduz-se a definir, de
modo continuo, para cada tel, uma base
ortonormal |vy(t),---,v.(?)] de Vauy tal
que |vi(t), -+ ,va(t),x(t)] tenha determi-
nante positivo em relagio &4 base inicial e;.
Além disso, cada v;(0) deve ser equipolente
a ¢; e cada v;(1) equipolente a r(¢),j =
=1,...,n. Existem as projec¢des estereo-
graficas p;: 4;,— R" e py: A, — R", onde
A, =8"—a, As = S" — (— a). Estas pro-
jecdes sio homeomorfismos sobre R" (veja
[1], pag. 64).

As curvas Cj,--
de R" por p;' sido diferenciaveis em R*+!

., C,, imagens dos eixos

e possuem, em cada ponto xe A4;, vetores
tangentes ndo nulos Yi(x),-..,Yi(x), que
sio funcdes continuas de x e formam uma
base ortogonal do espago tangente V. a S"
no ponto . Assim, se indicarmos com
X{(x) o vector unitario de mesma direcgio e
sentido que Yi(x), o sistema |X|(x),---,
, X ()| 6, para cada x € 4;, uma base orto-

gonal do espacgo tangente 1, a qual chama-
remos base natural de V., no sistema de
coordenadas ‘. Ora, em virtude da conti-
nuidade de «, existe um inteiro positivo p
tal que cada subintervalo I, =[k/p,k/p +
+ 1/p] < I satisfaz a condi¢io «(I;) C 4,
comi=1 ou 2. Basta entio definir os vec-
tores vy (t), - ,v. () para tel;,k=1,...,p,
de modo que esta defini¢io seja coerente nas
extremidades dos I,. Procederemos por in-
ducdio. Para %&=0, suponhamos, para fixar
as ideias, que «(/y)c As. Dada a base natu-
ral {Xj(a),.:-,X%(a)] seja 7|, a transfor-
magiio ortogonal tal que I7j X?(a) =e¢;,
j=1,--+,n. Ponhamos wv;(t)= TOXJ? (x(2)
para tel,. Suponhamos agora os v;(t) de-
finidos para 0<t</k/p e admitamos, para
fixar as ideias, que «(l;)CA,. Seju T; a
transformacido ortogonal tal que 7% X} (« -
(k/p)) = v (k[p),j=1,+-+,n. Poremos
v; (t) = T X}(« (t)) para tel., excepto se
k=p—1. Neste caso, observamos que os
Ty X}(a(1)) formam uma base do espago
tangente em «(1)=7(a) com a mesma orien-
tagio que a base inicial |e;}, Com efeito,
comecamos com v;(0)=e; e prossegunimos
por continuidade. Tomando determinantes
sempre em relacio & base e;, det(v;(f)) é
igual a + 1 para ¢{= 0 e nunca se anula,
pois os wv;(¢) sdo sempre linearmente inde-
pendentes. Logo det (7,1 X}(x(1))) > 0.
Assim existe uma rotagcio p do espago a n
dimensdes tal que p 751 X} («(1))=r(e;) para
Jj=1,--.,n. Pela hipétese de inducio, existe
uma familia continua de rotagdes p(t),1 —
—1/p<t<l, tal que p(0)= identidade e
p(1) =p. Modificamos entio a definigio dos
v;(t) em I,y pondo v,(t)=p(t) Tp-1 X} (2(?))
para 1—1/p<t<1. Isto conclui a constru-
¢do da familia |v;(#)] e a demonstragio do
Lema 3. 1 também.

CoroLirio 3. 2. Dada uma rotagdo r de
30, existe uma isotopia F entre v e a iden-
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tidade de S°, tal que para cada tel,F, é
uma rotagdo de S° .

Com efeito, tomemos aeS* arbitrario.
Como §" é conexo por arcos, existe uma
curva o ligando a e r(a). Entéio aplicamos
o Lema 3. 1.

B) O grupo de isotopia de um espago X
nio 6, em geral, abeliano. Por exemplo, se
X é discreto com p elementos, 7(X) é o
grupo m, das permuta¢des de p objetos.
Na secgio 5 demonstraremos que, se M 6
uma variedade compacta e 4 é um subcon-
junto finito de M, entio I (M—A)=1I1(M)><
><I(A) e portanto, se A possui mais de um
elemento, I(M—A) nio é abeliano.

C) Se Y é um espaco coatratil, duas apli-
cacdes f,g: X —Y siosempre homotdpicas.
Realmente, seja /¥ uma homotopia entre a
aplicaciio identidade e a aplicagio constante
Y—>peY. Entio F'(z,t)=F(f(x),t) é
uma homotopia entre f e a aplicacio cons-
tante X —>pel, donde f é homotbpica a
g - Em particular, dois homeomorfismos de
um espacgo contratil sio sempre homot6picos.
Nao é verdade porém que dois homeomor-
fismos de um espago contratil sejam sempre
isotépicos. Realmente, como homeomorfismos
isotépicos de S* tém o0 mesmo grau, existem
em I(.S") pelo menos dois elementos, a saber,
a classe da aplicacio identidade e a classe
da reflexdo no plano z,41 = 0. Entio se-
gue-se da proposicio 4. 1, que demonstra-
remos a seguir, que /(B"+!) tem pelo menos
dois elementos, embora B"+! seja contratil.

4. lIsomorfismos entte [ (R"), I(S") e
I (Bn+Y).
Indiquemos com £ : H(S")— H(B"+') o

homomorfismo que associa a cada homeomor-
. fismo f de S* sua extensdo radial E(f) = f.

Prorosigio 4. 1. O homomorfismo E:H .
(8") > H(B"+*') ¢nduz um isomorfismo E de
I(S) sobre I(Bo+1).

Demonstragdo. Mostraremos em primeiro
lugar que E (D (S"))cD (B"*'). Seja f um
homeomorfismo de S* isotépico & identidade
Consideremos uma isotopia F': S"><[— S»
entio f e a identidade de S". Definamos
agora F:Br+ix<]—» B+ pondo F(z,t)=
=|®|  F(z/|x|,t) se 50 e F(0,t)=0.
Entio F é uma isotopia entre = E(f) e
a identidade de B»+!, Assim E induz um
homomorfismo E :7(S*)— I(B"+') definido
por E([f])=[f].- BEste homomorfismo 6
biunivoco. Realmente, seja /7: Bn+15< ]— Br+1
uma isotopia entre a extensio radial F( f)
do homeomorfismo f de S™ e a identidade
de Br+!, Para cada tel a aplicagio
Fyixe— F(x,t), sendo um homeomorfismo
de Bn+!, transforma S™ em S" (isto de-
corre imediatamente da invaridncia dos con-
juntos abertos de um espaco euclideano por
homeomorfismos) e portanto a restricio
F = F|(S*><I) define uma isotopia entre a
restrigio f= E(f)|S* e a identidade de
S». Isto mostra que o nicleo de £ reduz-se
a identidade, donde £ é biunivoco. Para
mostrar que £ é sobre I(B"*!), usaremos
um raciocinio de ALEXANDER [2]. Seja ¢ um
homeomorfismo de B»+! e g4' a restrigiio
g|S*. Como vimos acima, ¢' é um homeo-
morfismo de S". Mostraremos que g 6 iso-
tépico a extensiio radial E(¢'). Para isto,
definiremos uma isotopia G que, em cada
instante ¢, é o homeomorfismo de B"+! que
coincide com K (gy') no interior da bola de
raio 1 —¢ e centro 0 e, no interior desta
bola, coincide com o homeomorfismo g «con-
centrado» af. Mais precisamente, definiremos
G: B*t1><]-— B"+! pondo

G, t)=|z|-g(@/|z|) se 1—t<|z|+0,

G(x,t)=(1-1)- g (x/(1-1t) se |x|<1-t50,
G(0,0)==0.

Verifica-se imediatamente que G é uma iso-
topia entre ¢ e FE(g9"), e portanto [¢] =
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=[E(g")]=E([g']), donde E é sobre, o que
conclui a demonstracéio.

Tomemos um ponto @ na esfera S™. A pro-
jeccido estereografica p,: S"—a— E* 6 um
homeomorfismo sobre. (Por simplicidade, es-
creveremos p em vez de p,, sempre que
nido houver perigo de confusio). Dada uma
aplicacéio continua f: B*— B*, p='fp: S"—
—a— 8" —a é continua e p~'(fog)p=
=(p-'fp)(p~tgp). Se f é a identidade de
R, p~'fp é a identidade de S*" —a. Em
particular, se f é um homeomorfismo de
R, p~' fp é um homeomorfismo de S"—a
e portanto pode ser estendido do modo dnico
a um homeomorfismo f de S” pondo-se
f(a)=a, pois S* é a compactificagio de
AvrexaNprorr de S"—a. A aplicagio f—f
define um homomorfismo P=P,: H(R")—
— H(S™).

Prorosigio 4. 2. O homomorfismo P:.H
(R®)—>H (S") induz um isomorfismo de 1(R")
sobre 1(S»).

Demonstragdo. Seja fe H(R") isotdpico
A identidade por meio de uma isotopia F.
Definamos F*: (8" —a)><I— S"— a pondo
F*(x,t)=p ' (F(p(x),t)). Entio /'* 6 uma
isotopia entre p~!fp e aidentidade de S*—a.
Para cada te /, a aplicagio Fi:x— I'*(x,1)
é um homeomorfismo de S* — a e portanto
estende-se a um hemeomorfismo ¥, de S»
pondo-se F;(a) = a. Definiremos F: 8" <
> I— 8" por F(x,t)= F,(z). Vé-se sem
dificuldade que /' ¢ uma isotopia entre f e
a identidade de S". Por conseguinte o ho-
momorfismo P transforma D(R") em D(S")
e assim induz um homomorfismo P:I(R")—
— I(S") pondo-se P(f])=[f]. Este ho-
momorfismo é biunivoco. Com efeito, dado
um homeomorfismo f de /", suponhamos

que exista uma isotopia F entre f e a iden-
tidade de S™. A curva «:/— S definida

por «(t)=1F(a,t) é tal que «(0)=a(1)=a.
Usando o Lema 3. 1 com a rotagio r=iden-
tidade de S™, obtemos uma isotopia R entre
aidentidade e si prépria tal que R(a,t)=«(t).
Seja S,=R,'. Entio S(x,?)=3S,(x) define
uma isotopia entre a identidade e si prépria
tal que S(«(t),t)=a. Definiremos entio
G :8"><I— 8™ pondo G(z,t)=S(F(x,1),?).
G 6 uma isotopia entre f e a identidade de
S*, tal que G(a,t)=a para todo tel.
Entido a restricio G*=G|(S"—a)XxI 6
uma isotopia entre p~'fp e a identidade de
S*—a. Logo pondo J(z,t)=p(G*(p~(x),1))
obtemos uma isotopia entre f e a identidade
de R*. Assim, P([f])=1 implica [f]=1,
donde P é biunfvoco. Finalmente, dado um
homeomofismo ¢ de S*, seja » uma rotagio
de S* tal que rg(a)=a. Entio »g=j onde
f é um homeomorfismo de R". Ora, pelo
corolario 3. 2, r é isot6pico A identidade de
8*, donde [g]=[rg]=[f]=P(f]). Por-
tanto P é sobre, o que demonstra 4. 2.

CoronLArio 4. 3. Cada um dos grupos
I(BY), I(RY), I(S') e I(B%) tem dois ele-
mentos.

Com efeito, S° consta dos pontos — 1 e
-+ 1 portanto I(S? tem dois elementos. Km
virtude de 4. 1, I(B') tem também dois ele-
mentos: a classe da aplicagio identidade e a
clagse do homeomorfismo 2z-— —a. Sabe-
mos que B' é o intervalo fechado [—1, +1].
Ora, todo homeomorfismo do intervalo aberto
(—1, +1) é uma fungio estritamente moné-
tona e portanto estende-se de modo tnico a
um homeomorfismo de B'. O mesmo ocorre
as isotopias e essas extensdes induzem um
isomorfismo de I((—1, -+ 1)) sobre I(B').
Ora, (—1, +1) é homeomorfo & recta &',
donde 7(R') é homeomorfo a I(B'). Por
4. 2, I(S") é isomorfo a I(R') e por 4.1
I(B?%) é isomorfo a I(S'), onde estes grupos
constam de 2 elementos cada um.

Dado um homeomorfismo de /' de S*, sua






